Rezolvare:
Soluţia 1 (Gabriel Vrânceanu):
CAZUL 1: 
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conţine cifre distincte.

Evident, problema nu acceptă soluţie pentru număr
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format dintr-o cifră sau din două cifre.

De asemenea, printre cifrele lui 
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nu se poate afla cifra 0, care altfel ar debuta seria de cifre scrise crescător, serie ce nu reprezintă număr. Deci 
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conţine maxim 9 cifre distincte şi nenule.

Fie 
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format din 
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, pe care, ordonate crescător le notăm 
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În aceste notaţii, 
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Notăm 
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Atunci 
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, ceea ce implică faptul că 
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, deci suma cifrelor numărului 
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trebuie să fie multiplu de 9    (1)

Din interpretarea scăderilor pe ordine de mărime, obţinem relaţiile:
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Pentru 
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Ultimul tip de relaţie este:

Cazul 1.1.
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Cazul 1.2.
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Astfel, dacă 
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 are un număr impar de cifre, obligatoriu, cifra de mijloc a numărului este 9. (2)

Pentru 
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, din condiţiile (1), (2)  avem  4 triplete: (9,8,1); (9,7,2); (9,6,3); (9,5,4). Prin verificare, convine 
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Pentru 
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, din condiţiile (1), (2)  avem: suma cifrelor 36, 18 sau 9 – nu avem soluţie; suma cifrelor 27:(9,8,7,2,1); (9,8,6,3,1); (9,8,5,4,1);(9,8,5,3,2) (9,7,6,4,1); (9,7,6,3,2); (9,6,5,4,3). Niciuna dintre perechi nu convine.

Pentru 
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, din condiţiile (1), (2)  avem: suma cifrelor 63,54, 48, 27, 18 sau 9 – nu convine; pentru suma cifrelor 36: (9,8,7,6,3,2,1); (9,8,7,5,4,2,1); (9,8,6,5,4,3,1); (9,7,6,5,4,3,2). Nu verifică nicio combinaţie.

Pentru 
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, avem doar cazul 987654321-123456789=864197532.

Pentru 
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, din condiţia (1), avem: suma cifrelor 36,9 nu avem soluţie; pentru suma 27: (9,8,7,3); (9,8,6,4); (9,7,6,5); (9,6,2,1); (9,5,3,1); (9,4,3,2); (8,7,2,1); (8,6,3,1); (8,5,3,2); (8,5,4,1); (7,6,4,1); (7,6,3,2); (7,5,4,2); (6,5,4,3). Convine 
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Pentru 
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, din condiţia (1), avem: suma cifrelor 54, 45, 18 şi 9 nu avem soluţie; pentru suma 36: (9,8,7,6,5,1); (9,8,7,6,4,2); (9,8,7,5,4,3); pentru suma 27: (1,2,3,4,8,9); (1,2,3,5,7,9); (1,2,3,6,7,8); (1,2,4,5,6,9); (1,2,4,5,7,8); (1,3,4,5,6,8); (2,3,4,5,6,7). Nu convine niciun caz.

Pentru 
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, din condiţia (1), cum suma tuturor cifrelor de la 1 la 9 este 45, deci multiplu de 9, rezultă că nu putem îndepărta decât pe 9, pentru ca suma celor 8 cifre rămase să fie tot multiplu de 9, dar cazul nu convine.

În concluzie, condiţiile problemei sunt verificate de 
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CAZUL 2 :
În mod evident, avem o infinitate de numere 
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 cu proprietatea precizată de problemă, spre exemplu numere generate de structuri repetitive cu cifrele 4,5 şi 9 celor 3, numerele 
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 fiind de forma:
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 numărul de cifre ale numărului 
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, numerotate, în ordine monoton crescătoare a valorilor, cu 
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Analizăm problema pe valorile pe care le iau 
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Astfel:

( dacă 
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 sunt cifre consecutive, nu convine decât cazul 
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, caz în care numărul 
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nu poate fi format decât cu cifrele 8 şi 9, dar diferenţa 
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 poate da sau 0 sau 1, deci nu convine.

( dacă 
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 sunt cifre cu diferenţă 2, nu convin decât cazurile  
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 poate da sau 1 sau 2, deci nu convine.

Analog, cazul în care 
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 sunt cifre cu diferenţă 3.

( dacă 
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 sunt cifre cu diferenţă 4, nu convin decât cazurile  
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 putând fi 3 sau 4.

În cazul 
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, putem să mai avem diferenţe de cifre corespunzătoare aceluiaşi ordin, de tipul 4 şi 8 cu rezultat 5, sau 8 şi 4 cu diferenţă 4, dar altele nu putem avea ( de exemplu dacă acceptăm existenţa pe acelaşi ordin a cifrelor 5 şi 8 diferenţa este sau 6 ( 15-1-8=6) sau 2 sau 3 ( 8-5=3 sau 8-1-5=2) ceea ce nu convine). Deci cifra 5 nu convine ca rezultat, deci nu se poate repeta cupla 4 şi 8. Nu convine acest caz.

Celelalte subcazuri sunt prin analogie.

( dacă 
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 sunt cifre cu diferenţă 5, nu convin decât cazurile  
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 putând fi 4 sau 5.

În cazul 
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, putem să mai avem diferenţe de cifre corespunzătoare aceluiaşi ordin, de tipul 4 şi 9 cu rezultat 4, sau 9 şi 4 cu diferenţă 5 sau 4, dar şi diferenţe de 4 şi 8, sau 5 şi 9, dar şi diferenţă de tip 4 şi 4, 5 şi 5, 6 şi 6, 7 şi 7, 8 şi 8, 9 şi 9. Dar în acest caz, numărul 
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ar debuta şi s-ar sfârşi cu cifra 5, deci numărul 
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conţine cel puţin 2 cifre consecutive egale cu 5, din care putem scădea numai 9 – caz în care diferenţa dă 5 (15-1-9) – sau 5 -  caz în care putem scădea numai 5, obţinând cifră de 9 ( 15-1-5).

Astfel, soluţiile generate de acest caz sunt 
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În cazul 
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, numărul 
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ar debuta şi s-ar finaliza cu cifra 5. Din 5 putem scădea 6,7,sau 8 dar diferenţa inversă ar da convenabil numai pentru 8, deci ar mai apărea de două ori 6 şi de două ori 3. Din 6 putem scădea 7 sau 8, dar nicio diferenţă inversă nu convine. Deci cazul nu are soluţie.

În cazul 
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, numărul 
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ar debuta şi s-ar finaliza cu cifra 5. Din 5 putem scădea 7, diferenţa inversă ar da 2. Dintr-un 2 putem scădea 4,5,6, sau 7. Cum din 5 scădem 7, din 2 nu putem scădea decât cel mul 7 dar nu convine ordinii descrescătoare din 
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, deci nici acest caz nu are soluţie.

În cazul 
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, numărul 
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ar debuta şi s-ar finaliza cu cifra 5. Din 5 putem scădea  doar numărul mai mare, 6, care dă diferenţa 8, deci nu convine.

( dacă 
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 sunt cifre cu diferenţă 6, nu convin decât cazurile  
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,diferenţa 
[image: image95.wmf]1

10

n

aa

+-

 fiind 4, iar diferenţa 
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În cazul 
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, numărul 
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ar debuta cu 6 şi s-ar finaliza cu cifra 4. Din 4 nu putem scădea decât 4,5,6,7,8 sau 9, dar diferenţa inversă permite doar 4, 7, 8 sau 9. Din 6 nu putem scădea decât 6,7,8 sau 9, diferenţa inversă permiţând doar 6 sau 9.

Dacă din 4 scad 9, diferenţa inversă generează un 5. Din 5 pot scădea 5,6,7,8 sau 9, dar diferenţa inversă implică 5, 8 sau 9 . În fapt nu putem scădea tot 9, deci putem scădea 8, caz în care obţinem încă un 6 şi un 3. Cum în 
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am cel puţin 3 de 4, apar 3 de 5, algoritmul îmi generează în final un ciclu infinit de adăugiri. Nu avem soluţie.

Încercând completarea pentru cazul 
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, din 6 nemaiavând caz care să convină

Pentru cazul 
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, atunci 
[image: image103.wmf]N

 debutează cu 6 şi se termină cu 4; din 4 putem scădea 1,2,3, 6 sau 7. Din 6 putem scădea 1,2,3,4,5. Dacă din 4 scădem 6, obţine diferenţa 7 şi diferenţa inversă determină 2 dacă mai avem alte ordine) sau 1, ca care l-am identificat la condiţia cifre distincte. Dacă am avea cifre care se repetă algortimul s-ar bloca – nu obţinem soluţie.

   ( dacă 
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 sunt cifre cu diferenţă 7, nu convin decât cazurile  
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, diferenţa 
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 fiind 3, iar diferenţa 
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 putând fi 7. Ambele cazuri, prin generări cu cifre repetitive ajung la contradicţie (autogenerare la infinit)

   ( dacă 
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 sunt cifre cu diferenţă 8, avem toate cifrele nenule. Se acceptă ca soluţie orice caz care are toate cifrele repetate de acelaşi număr de ori, numărul 
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fiind de forma:
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Soluţia 2 (Cătălin Hancu):
          Dacă notăm cu a1,a2,…ak cifrele lui A, a1 > a2 >…> ak, atunci  
A = a1a2…ak,  B = akak-1…a1  iar  N = A – B = 
(a1*10k-1 + a2*10k-2 + ...+ ak-1*10+ak) – (ak*10k-1 + ak-1 *10k-2 + ...+ a2*10+a1 )   ( 
N va fi o sumă de termeni de forma aj*10k-j – aj*10j-1  pentru j = 1,2,...k.  
Termenii se mai scriu : aj*10k-j – aj*10 j-1   = aj * 10j-1 *(10k-2j+1 – 1 ) (pentru acei j pentru care k-j ≥ j-1) si  aj*10k-j – aj*10j-1   =  - aj * 10k-j *(102j-k-1 – 1 ) (pentru acei j pentru care k-j < j-1). 
Ambele expresii se divid cu 9 ( orice număr N cu proprietatea din enunţ va fi multiplu de 9 , deci şi A şi B se vor divide cu 9   (1)

Dacă k este impar, notând cu m cifra din mijloc a lui A (care este aceeaşi cu cifra din mijloc a lui B) şi cu r cifra din mijloc a lui N , din  B + N = A ( m + r + t = m  sau 
m + r + t = m+10  , unde t este transportul venit din adunarea cifrelor anterioare (va fi deci 0 sau 1).  
Prima relaţie conduce la r + t =0, imposibil ,căci N nu conţine cifra 0 , iar din a doua rezultă  r + t = 10 deci neapărat t =1 si r =9 şi ca urmare  avem :                                                   

                               k impar ( N conţine cifra 9    (2)   

Notăm M = { a1,a2,…ak  } . Evident 2  ≤  k  ≤ 9  (cazul k =1 implică A=B( N=0)

Avem deci situaţiile :

1.  k = 2 (  A – B = N  se scrie  fie (10a + b) – (10b + a) = 10a +b ( 10b + a = 0 ceea ce e imposibil,   fie (10a + b) – (10b + a) = 10b +a ( 8a =19b deci a e divizibil cu 19, absurd

2. k = 3 .(  cf (2) ca N conţine cifra 9 si din (1) ( celelalte două cifre au suma 9 ( avem cazurile 1 + 8, 2 + 7, 3 + 6 si 4 + 5 , ccea ce conduce la un numar B printre 189, 279, 369 si 459. Verifică enunţul doar A = 954 , cu B = 459 ( N = 495
Pentru 4 ≤ k ≤6  notăm cu a prima cifră a lui B (cea mai mică), b ultima sa cifră (cea mai mare), x primă cifra si y ultima cifră a lui N.  B + N = A se scrie deci :

                              a . . . b  + x . . . y = b . . . a 

şi  atunci, cum a< b avem ca b + y = 10 + a , iar a + x = b sau a + x + 1= b si deci vom avea  y = 10 + a - b, iar x = b - a sau x = b – a - 1  (3)

Atunci , avem :

3.   k = 4  ( 3 ≤ b - a  ≤8 , deci :

3.1 b - a = 3, deci din (3) avem x = 2 sau x = 3 si y =7 (  a≤3 , b≥7  ( b-a ≥4,  

              contradictie

3.2  b - a = 4, deci din (3) avem x = 3 sau 4 si y =6 (  a≤4 , b≥6 

Ca urmare (b,a)=(6,2) sau (b,a)=(7,3) sau (b,a)= (8,4) 
      b=6, a=2 ( M ={2,3,6,p} sau M = {2,4,6,p} si din (1)( p=7 deci                                 

                       M  ={2,3,6,7} dar 7632 – 2367 = 5265 nu convine;
b=7, a=3 ( M = {3,4,6,7} ( A =7643  care contrazice (1), sau M={3,6,7,p}  

       si din (1)  rezulta p=2 ( M ={2,3,6,7} dar 7632 – 2367 = 5265 nu convine;

b=8, a=4 ( rezulta singura posibilitate  M={4,6,8,p}  (pentru că a ≤ x ) 
       si din (1)  rezulta p=9 ( M ={4,6,8,9} dar 9864 – 4689 = 5175  nu convine.

3.4. b - a = 5, deci din (3) avem x = 4 sau 5 si y =5 ( x = 4 si y =5  (x si y sunt cifre diferite), si atunci (b, a)=(6, 1) sau (b, a)= (7, 2) sau (b, a)=(8, 3) sau (b, a) = (9,4)
        b=6, a=1 ( M ={1,4,5,6}( A = 6541 care contrazice (1)
b=7, a=2 ( M = {2,4,5,7}(  7542  – 2457 = 5085  nu convine

b=8, a=3 ( M = {3,4,5,8} ( A= 8543  care contrazice (1)  

             b=9, a=4 ( M = {4,5,9, p} dar nu putem gasi p nenul a.i  A  sa verifice (1)

3.5.  b - a = 6, deci din (3) avem x = 5 sau 6 si y =4 ( si atunci (b, a)=(7,1) sau (b, a)= (8, 2) sau (b, a)= (9,3) 
        b=7, a=1 ( M ={1,5,6,7}( A = 7651 care contrazice (1) sau M ={1,4,6,7} si   

                            rezulta in acest caz 7641-1467=6174 ( N = 6174
       b=8, a=2 ( M ={2,4,5,8}( A = 8542 care contrazice (1) sau M ={2,4,6,8} ( 

                           A= 8642 care contrazice (1) de asemenea ;

      b=9, a=3 ( M ={3,4,5,9}( A = 9543 care contrazice (1) sau M ={3,4,6,9} ( 

                           A= 9643 care contrazice (1) de asemenea;

3.6. b - a = 7, deci din (3) avem x = 6 sau  7 si y =3 (  (b,a)=(8,1) sau (b,a) =(9,2)
        b=8, a=1 ( M ={1,3,6,8}( 8631-1368 = 7263 care nu convine, sau 

                            M={1,3,7,8} ( A = 8731 care contrazice (1)  ;

       b=9, a=2 ( M ={2,3,6,9}( A = 9632 care contrazice (1) sau 

                            M={2,3,7,9} ( A = 9732 care contrazice (1) de asemenea;
3.7. b - a = 8, deci din (3) avem x = 7 sau  8 si y =2 ( si atunci cum in acest caz (b,a)=(9,1) ( M = { 1,2,7,9} ( A=9721 care contrazice (1) sau M={1,2,8,9} ( A = 9821 care contrazice (1) de asemenea
4.  k = 5 ( 4 ≤ b - a  ≤8 , dar din (2) avem b=9 ( x = 9 - a sau x = 8 - a si y= a+1 si

                   4 ≤ 9 - a  ≤ 8 ( 1 ≤ a  ≤5

4.1. a=1 ( y =2 si x =7 sau 8 ( M = { 1,2,7,9,p} sau M = { 1,2,8,9,p}.  

        Pentru ca sa se verifice (1) ( p = 8 si p=7 respectiv, deci M={1,2,7,8,9} in 

         ambele cazuri ( A = 98721 , dar 98721 - 12789  = 85932, nu convine;

4.2. a=2 ( y =3 si x =6 sau 7 ( M = { 2,3,6,9,p} sau M = { 2,3,7,9,p}.  

        Pentru ca sa se verifice (1) ( p = 7 si p =6  respectiv , deci  M={2,3,6,7,9}  

        in ambele cazuri ( A = 97632 , dar 97632 - 23679  = 73953, nu convine;

4.3. a=3 ( y =4  si x =5 sau 6 ( M = { 3,4,5,9,p} sau M ={ 3,4,6,9,p}.  

        Pentru ca sa se verifce (1) ( p = 6 si p =5  respectiv , deci  M={3,4,5,6,9}  

        in ambele cazuri ( A = 96543 , dar 96543-34569  = 61974, nu convine;

4.4   a=4 ( y =5  si x =5 sau x= 4, iar cum x si y sunt cifre diferite ( x=4 si     

        y=5 (  M = { 4,5,9,p,q} , iar din (1) rezulta ca avem p + q= 9 , dar p si q  

       nu  pot fi mai mici decat a ( a e cea mai mica cifra), si in aceste conditii nu 

                    putem avea p + q = 9,  contradictie ;

4.5    a=5 ( y =6  si x = 4 sau x= 3( x< a contradictie ( a e cea mai mica cifra)

5. k = 6 ( 5 ≤ b - a  ≤ 8 si atunci :

5.1. b - a = 5, deci din (3) avem x = 5 sau x = 4 si y =5, dar x si y trebuie sa fie diferite  ( x = 4 si y =5  iar (b,a)=(7,2) sau (8,3) sau (9,4)

 b=7, a=2 ( M ={2,4,5,7,p,q}, iar pentru a se verifica (1) ar trebui ca p + q = 9       dar p nu e mai mic decat a ( p =3 si q= 6 (M ={2,3,4,5,6,7}( A = 765432, insa 765432 - 234567 = 530865 nu convine;
b=8, a=3 ( M ={3,4,5,8,p,q}, iar pentru a se verifica (1) ar trebui ca p + q = 7 cu p si q mai mari decat a=3, imposibil      

b=9, a=4 ( M ={4,5,9,p,q, r } cu 5< p<q<r  iar pentru a se verifica (1) ar trebui ca  p + q + r =9 sau 18 , imposibil in conditiile date

5.2. b - a = 6, deci din (3) avem x = 6 sau x = 5 si y =4 iar (b,a)=(8,2) sau (9,3)

b=8, a=2, x= 5 ( M ={2,4,5,8,p,q} ( si din (1) ( p + q =8 cu p,q cel putin 3 , 

                             (caci a = 2) imposibil , sau p + q =17 care nu se poate 

b=8, a=2, x= 6 ( M ={2,4,6,8,p,q} ( si din (1) ( p + q =7 cu p,q cel putin 3 , 

                             sau p+q = 16 cu p,q intre 3 si 7 imposibil

b=9, a=3, x= 5 ( M ={3,4,5,9,p,q} ( si din (1) ( p + q = 6 cu p,q  cel putin 4 

                             (caci a = 3) sau p+q=15 cu p,q intre 4 si 8 ( p=7, q=8 , deci 

                              rezulta  M ={3,4,5,7,8,9} ( A = 987543 si 987543-345789 

                              =641754 nu convine
b=9, a=3, x=6 ( M ={3,4,6,9,p,q} ( si din (1) ( p + q = 5 cu p,q  cel putin 4 

                             sau p+q=14 cu p si q intre 4 si 8, imposibil (6 e deja in M)
5.3. b - a = 7, deci din (3) avem x = 7 sau x = 6 si y =3 iar (b,a)=(8,1) sau (9,2)

b=8, a=1, x= 6 ( M ={1,3,6,8,p,q}( din (1) ( p + q =9 ( p=2, q=7 sau 
                             p=4, q=5 , deci M ={1,2,3,6,7,8}( 876321-123678=752643 

                           nu convine, sau M ={1,3,4,5,6,8}(865431-134568=730863 nu 

                           convine de asemenea

b=8, a=1, x= 7 ( M ={1,3,7,8,p,q} ( din (1) ( p + q =8 ( p=2, q=6  
                             deci M ={1,2,3,6,7,8}( 876321-123678=752643 nu convine
b=9, a=2, x= 6 ( M ={2,3,6,9,p,q} ( si din (1) ( p + q =7 sau 16 imposibil   

                                in conditiile date (p,q cel putin 4 si cel mult 8)

b=9, a=2, x= 7 ( M ={2,3,7,9,p,q} ( din (1) ( p + q =6 sau 15 imposibil in 

                              conditiile date (p,q cel putin 4 si cel mult 8, in afara de 7 )

5.4. b - a = 8, deci din (3) avem x = 8 sau x = 7 si y =2 iar (b,a)=(9,1)( deci vom avea M={1, 2, 7, 9, p, q}  sau M={1, 2, 8, 9, p, q}.
În primul caz pt a se verifica (1) ( p+q=8 sau 17 ( p=3, q=5 , deci M={1,2,3,5,7,9}, dar 975321 - 123579 = 851742 nu convine 

În cel de-al doilea caz ( p+ q = 7 sau 16 ( p=3, q=4 si M={1,2,3,4,8,9} , dar 984321 – 123489 = 860832 nu convine
6. k = 7 ( din mulţimea {1, 2, ... 9} se elimină exact 2 cifre pentru a rezulta M , iar cum 1 + 2 +... + 9 =  45 = 5 * 9, (1) impune ca suma cifrelor eliminate sa fie 9 ( se pot elimina 1 si 8, 2 si 7, 3 si 6, sau 4 si 5 . Toate aceste cazuri nu conduc la solutie : 9765432 – 2345678 = 7419754,  9865431 - 1345689=8519742, 9875421 -1245789 = 9629632 iar 9876321 – 1236789  = 8639532

7. k  = 8  ( din mulţimea {1,2,...9} se elimină exact o cifra pentru a rezulta M , iar cum   1 + 2 +... + 9 = 45 =5 * 9, (1) impune să se elimine 9 ( 87654321 -  12345678 = 75308643, care nu convine

8. k = 9 (  987654321 - 123456789 = 864197532 , care convine ( N= 864197532
Ca urmare, avem 3 numere cu proprietatea din enunţ :  495, 6174 si 864197532
Soluţia 3 (Emil Martinaş):

Am gasit numerele utilizand Excel-ul ceea ce mi-a luat ceva timp. M-am oprit la numere de 9 cifre.

Cu cifre distincte:

	495

	6.174

	864.197.532


Cu cifre care se repeta:

	549.945

	631.764

	63.317.664

	554.999.445


Dupa asta mi-a venit in minte ca este imposibil sa nu se fi gandit cineva inainte la astfel de numere. Am cautat pe Google si am gasit ca problema este un caz particular al seriilor Kaprekar.

Pentru studiu (este interesant) intrati pe link-urile:

http://kaprekar.sourceforge.net/
http://en.wikipedia.org/wiki/D._R._Kaprekar
N.A. Soluţia completă a problemei este:
A. Fără repetiţie: soluţiile date mai sus de Gabriel, Cătălin şi Emil.
B. Cu repetiţie:
Nr. cifre           A    
                  B
                           N

   6
        995544
             445599
           549945

   6     
        766431
             134667
            631764

   8
        76664331
 13346667
            63317664

   9
        999555444
 444555999
            554999445

  10
        7666643331
 1333466667
            6333176664

  11
        98766543321
 12334566789
             86431976532

  12
        766666433331
 133334666667
 633331766664

  12
        999955554444
 444455559999
 555499994445

  13
        9876665433321
 1233345666789
 8643319766532
Gabriela Chişiu obţine aceste soluţii, împreună cu alte variante care nu verifică restricţiile problemei.
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