Rezolvare:

Soluţie (Ciprian Băjenaru):
Fie a  [image: image2.png]a = A,0:0,0:0,



  şi [image: image4.png]b = byb,b, b,



 astfel încât:

    

    a4     a3    
   a2        a1        a0  
           
  b3            b2     
  b1        b0   

     

   ----------------------------------------

  
  
    -       1          0        -         -
                -       2      0          -         -

  

       -        3      0      -           -

  



       -        4        0      -       -




-----------------------------------------------------------------



       -        -        -        -       -          -        -         -

unde [image: image6.png]


, [image: image8.png]


 şi [image: image10.png]


, [image: image12.png]


  sunt cifre.

De aici putem deduce:

(i) [image: image14.png]b, @za,+ t;=100+q,+ (i+ 1)+ 10, i




  unde:

(ii) [image: image16.png]b; » a;a,



 = [image: image18.png]t; *100 + c,d,



 

[image: image20.png]


 [image: image22.png]


, [image: image24.png]


, [image: image26.png]


 cifre [image: image28.png]


 iar [image: image30.png]


 reprezintă cifra de transport de la înmulţirea lui  [image: image32.png]


 cu [image: image34.png]a,a,



.

Din   (i) ( [image: image36.png];=0



 (iii)

(Presupunem  [image: image38.png]


  =  [image: image40.png]100+q, + (i+1)= 10



 =>  [image: image42.png]


 = 0 şi 

                                         [image: image44.png]


   = [image: image46.png](i+1)+10=10



 dar  [image: image48.png]


  este cifra)

Din (i)  ( [image: image50.png]b;* @za; + t; #b; * @Gza; + t; pentrui #j



 (iv)

(Presupunem că [image: image52.png]b,

b, * Gza; + t,=b, * Gza, + t, pentrui # j)



 (
    [image: image54.png]100*¢q,+ (i+1)* 10= 100*q, + (j+ 1)+ 10



  (  [image: image56.png]


 si 

            [image: image58.png](i+1)=10= G+ 1)= 10



   (   [image: image60.png]


 Fals)

Din (i) ( Dacă[image: image62.png]b;> b;atuncib;* @Gza; + t; > b; * @Gza; + t;,cui=j



 (v)
(Presupunem că [image: image64.png]b * Gza; + t, < b * Gza; + t;




· Din (iv) ( expresiile sunt diferite dacă  [image: image66.png]


 (deci egalitatea din presupunere pică). 
Observăm că aceste expresii sunt multipli de 10 ceea ce face ca diferenţa între două expresii sa fie minim 10.
· ( [image: image68.png]b,

b+ Gaap + t,— (b * @Gzaz + t,) =10




· [image: image70.png]=> (b —b)* @Ga; + (t; —



 [image: image72.png]


 

· Fals  pentru ca [image: image74.png]b, —b, <0



 din ipoteza [image: image76.png]


 si [image: image78.png]


, [image: image80.png]


 sunt cifre).
Din (i) ( [image: image82.png]#b;,cui#j



 (vi)
(Presupunem că ar fi egale şi am scădea cele 2 expresii (i) din care fac parte. Ştim că diferenţa minimă între două expresii este minim 10, ceea ce ar duce la
[image: image84.png]t. —



 [image: image86.png]


 sau [image: image88.png]


 [image: image90.png]


. Fals  [image: image92.png]


, [image: image94.png]


 sunt cifre )

Din (i) ( Dacă [image: image96.png]i<j,q;<q; atunci




 (vii)
(Din ipoteza de mai sus  şi din faptul că diferenţa dintre două expresii descrise mai sus este minim 10 se obţine
[image: image97.png]100*q, + (i+1)* 10 +10< 100+q, + (+ 1) = 10




· [image: image99.png]b * Gza, + t,+10=< b » Gza; + ¢,




· ([image: image101.png]by — b)*Gza,=10+t,—t, >0



 

· [image: image103.png]



(viii) [image: image105.png]* ay < 10



   (Din tabelul înmulţirii reiese că cifra de transport a lui [image: image107.png]b, * a,



 este 0 pentru orice [image: image109.png]


).
(ix) [image: image111.png]


 (rezultă din (ii))

Din (iii) şi (vi)  ( cel puţin un [image: image113.png]


. 
Aplicând (viii)  ( [image: image115.png]


 (şi [image: image116.png]


 1 pentru că este prima cifră a lui a).

(a) Dacă  [image: image118.png]


  (  [image: image120.png]


  şi cum  [image: image122.png]b, #0



 şi [image: image124.png]


 distincte  ( b  este o permutare a cifrelor numărului 1234.

Pentru [image: image126.png]


 (folosind (ii)) de unde rezultă că [image: image128.png]asa,



 este multiplu de 10 (aplicând (i)). 

Cum expresiile corespunzătoare sunt multipli de 10 rezultă că şi diferenţa lor este multiplu de 10. Şi pentru că [image: image130.png]asa,



 este multiplu de 10 ( [image: image132.png]


 pentru [image: image134.png]


 este multiplu de 10 ( [image: image136.png]


 pentru orice [image: image138.png]


.

(10 | (2 * [image: image140.png]asa,



 + [image: image142.png]


 – (1* [image: image144.png]asa,



 + 0)) => 10 | [image: image146.png]asa,



 + [image: image148.png]


 => 10 | [image: image150.png]


 si [image: image152.png]


 cifra)

Cum [image: image154.png]


 şi avem un [image: image156.png]


  (  [image: image158.png]


 poate să fie 0 sau 1.

Dacă [image: image160.png]


 (  [image: image162.png]


 [image: image164.png]asa,



 = 120 (nu poate fi 110, 130, 140 pentru că [image: image166.png]asa,



 trebuie să fie multiplu de 10) (  [image: image168.png]asa,



 = 30 însă pentru celelalte cifre [image: image170.png]


 (1, 2  şi 3) ar trebui variantele (90, 40, 30) şi 90 nu este o variantă viabilă. (expresiile trebuie să se termine în 10, 20, 30 sau 40). Fals  (  [image: image172.png]g, = 1



.

· [image: image174.png]


.  Pentru [image: image176.png]


 valorile posibile pentru expresia corespunzătoare sunt 10, 20, 30, 40. Însă cum [image: image178.png]


 este cel mai mare şi folosind (v)  ( că şi expresia corespunzătoare este cea mai mare (  [image: image180.png]asa,



 = 10 şi [image: image182.png]


. 
Analog lui 3 trebuie să–i corespundă cea mai mare valoare mai mică decât 40, adică 30  ( [image: image184.png]


. 
Repetând acelaşi raţionament  ( [image: image186.png]


 şi  [image: image188.png]


, toate verificând condiţiile.

· Avem o soluţie pentru b = 4321 iar  a = [image: image190.png]210a,a,



  

· [image: image192.png]a,a,



 poate lua orice valoare, cu respectarea condiţiei (ii) pentru toţi [image: image194.png]


 şi [image: image196.png]


. Cum [image: image198.png]


 este 0 şi cel mai mare [image: image200.png]


 este 4  (  [image: image202.png]a,a,



 poate lua orice valoare intre [image: image204.png]00



 şi [image: image206.png]24



. (Mai mare ca 24 va face ca  [image: image208.png]


 > 0).

O ultima verificare: dacă ultima cifră de transport obţinută prin adunarea celor 4 rezultate în rezultatul final este 0). Înmulţim cel mai mare a = 21024 cu b = 4321 şi obţinem 90844704, ceea ce arată că ultima cifră de transport este 0. 
Deducem că şi pentru a mai mici cifra de va fi tot 0.

Fiind încă 24 de a-uri în acest caz, nu o sa refac înmulţirea pentru aceste variante.

(b) Dacă  [image: image210.png]


 ( [image: image212.png]


 fiind  folosit doar pentu a asigura că ultima cifră de transport la fiecare expresie este 0, soluţia determinată pentru [image: image214.png]


 poate fi aplicată şi aici, ea respectând aceeaşi condiţie din faptul că 1 < 2. Astfel vom avea b = 4321 iar  a = [image: image216.png]110a,a,



 - unde ca si mai sus [image: image218.png]a,a,



 poate lua orice valoare între [image: image220.png]00



 si [image: image222.png]24



.

Însă aici - spre deosebire de cazul anterior - nu am verificat toate soluţiile posibile. Astfel este posibil ca cel puţin un [image: image224.png]


 sa fie mai mare decât 4.

Am observant că în cazul în care avem un [image: image226.png]


  ( [image: image228.png]


 = 0 şi expresiile corespunză-toare celorlaltor [image: image230.png]


 sunt multipli ai expresiei corespunzătoare lui [image: image232.png]


 (pentru că [image: image234.png]


, [image: image236.png]


 multiplul lui [image: image238.png]


 şi [image: image240.png]


 = 0). Cum expresiile trebuie să se termine câte una în 10, 20, 30, 40, singura variantă  posibilă este ca [image: image242.png]


 = 0 ( [image: image244.png]


 nu mai apare în altă soluţie înafară de 4321.

Dacă cel mai mic [image: image246.png]


  ( [image: image248.png]


 deoarece [image: image250.png]by * asa,



 + [image: image252.png]


 este par, de unde rezultă că [image: image254.png]


 nu poate fi 1.

· Analizând astfel mai departe cazurile, singura soluţie posibilă mai este b = 8642 şi a = [image: image256.png]105a.a,



 unde  [image: image258.png]a,a,



 poate lua orice valoare intr [image: image260.png]00



 si [image: image262.png]12



 (ca să fie verificată condiţia (viii)) . Deci inca 13 solutii.

În total am găsit 63 de soluţii:
a = {1,2}10{00-24} şi b=4321

a = 105{00-12} şi b=8642.

O soluţie corectă a trimis şi Ştefan Gaţachiu.
